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МОДЕЛЮВАННЯ ДИСПЕРСІЙНИХ СПІВВІДНОШЕНЬ ПОРИСТИХ КОМПОЗИЦІЙНИХ МА-
ТЕРІАЛІВ НА ПІДСТАВІ КОМІРКОВИХ МІКРОРІВНЕВИХ СТРУКТУРНИХ МОДЕЛЕЙ 
Описано розроблений авторами набір засобів та алгоритмів їх використання для синтезу дисперсійних характеристик 
мікрорівневих коміркових моделей пористих композиційних матеріалів за допомогою використання інженерної системи 
числового аналізу COMSOL Multiphysics. Структуру композитів описано комірковими моделями, що будуються у вигляді 
тривимірних матриць комірок-вокселів. За достатньо великої дискретизації такі моделі дають змогу досліджувати будь-які 
структурні неоднорідності компонентів композиту. Розроблено засоби та алгоритм синтезу мікрорівневих структурних мо-
делей та їх експорту в промислові інженерні системи числового аналізу методом скінченних елементів. Підсистема експор-
ту базується на форматі даних NASTRAN, що забезпечує високий рівень інтеграції з майже всіма сучасними системами ін-
женерних розрахунків, зокрема, таких, як COMSOL Multiphysics. На підставі моделі системи COMSOL, для дослідження 
електромагнітних хвиль у частотній області, розроблено алгоритм синтезу дисперсійних співвідношень для елементарних 
об'ємів композитів із перпендикулярними сторонами, що містять періодичні структури з довільною симетрією. Частковим 
випадком таких об'ємів є мікрорівневі моделі пористих композитів. Такий підхід дає змогу єдиним чином досліджувати ба-
гато складних структур, що становить наукову новизну та практичну цінність. Отримані результати добре узгоджуються з 
контрольними прикладами. 
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Вступ. Мікрорівневі коміркові моделі композитів 
використовуються у задачах моделювання та проекту-
вання фізичних властивостей матеріалів складної 
структури. Вони дають змогу на базовому рівні описати 
всі структурні неоднорідності компонентів композиції 
та розглядати їх взаємодію в мультифізичних задачах. 
Їх використання дає змогу адекватно описувати ключо-
вий взаємозв'язок "склад – структура – характеристики" 
композиційних матеріалів у задачах їх моделювання та 
проектування [2, 4, 15, 17, 37, 38, 41]. 
Об'єктом дослідження є пористі діелектричні ком-
позиційні матеріали складної періодичної структури. 
Предметом дослідження є засоби та алгоритми мо-
делювання дисперсійних співвідношень пористих ком-
позиційних матеріалів на підставі коміркових мікрорів-
невих структурних моделей 
Мета дослідження полягає в розробленні методів і 
засобів для синтезу дисперсійних співвідношень порис-
тих композиційних матеріалів складної структури на 
підставі числового моделювання задачі поширення 
електромагнітних хвиль у частотній області в мікрорів-
невих структурах композитів. 
Основними завданнями дослідження є: 
1) розроблення засобів експорту мікрорівневих структур-
них моделей пористих композитів у промислові систе-
ми інженерного аналізу для можливості подальшого 
числового моделювання фізичних процесів у них; 
2) розроблення алгоритмів синтезу дисперсійних співвід-
ношень моделей пористих композитів у системі інже-
нерного аналізу, що враховують їхні особливості; 
3) верифікація розроблених засобів та алгоритмів їх вико-
ристання шляхом порівняння отриманих результатів 
моделювання контрольних прикладів з відомими ре-
зультатами. 
Такий підхід вдосконалить наявні моделі та методи 
синтезу дисперсійних співвідношень та дасть змогу 
досліджувати єдино широкий клас складних структур 
композитів, що є науковою новизною, а отримані засоби 
та алгоритми їх використання становлять практичну 
цінність. 
Аналіз літературних джерел. Пористі діелектрич-
ні композиційні матеріали, що є періодичними структу-
рами, активно використовуються в оптичних пристроях 
[1, 2, 3, 8, 9, 10, 11, 26, 27, 28]. Важливими для розумін-
ня є їх дисперсійні характеристики, оскільки для будь-
якої періодичної структури існує діапазон частот хвиле-
вих явищ, за якого внаслідок дисперсії хвиля не здатна 
пройти крізь цю структуру [25, 27, 29, 39]. Синтез дис-
персійних характеристик нетривіальних періодичних 
структур діелектричних композитів різної топології є 
предметом інтересу дослідників, про що свідчить велика 
кількість публікацій за останні роки [10, 11, 26, 34, 40]. 
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Моделювання структури пористих композитів. 
Мікрорівнева коміркова модель композиційного матері-
алу будується у формі елементарних об'ємів, що умов-
но є тривимірною матрицею скалярних комірок-інтен-
сивностей в діапазоні від 0 до 1 (рис. 1). Субдіапазони 
цих інтенсивностей визначають окремі компоненти 
композиції зі своїми фізичними характеристиками. За 
достатньо великої кількості таких воксельних елемен-
тів-комірок з'являється можливість моделювати будь-
які складні структурні неоднорідності компонент [16, 
19, 20]. 
 
Рис. 1. Умовне зображення елементарних об'ємів мікрорівне-
вих коміркових моделей композитів та опис за допомогою них 
складних неоднорідних структур, де різний колір відповідає 
різним компонентам матеріалу 
Одна з основних переваг мікрорівневих коміркових 
моделей є можливість їх безпосереднього використання 
як дискретизації в подальшому числовому моделюванні 
фізичних процесів різної природи, зазвичай методом 
скінченних елементів. Для цього кожні вісім сусідніх 
комірок об'єднуються у шість скінченних симплекс-еле-
ментів. Зазначені обчислення потребують значних часо-
вих затрат. Завдяки регулярності та простоті такої дис-
кретизації всі обчислювальні кроки легко піддаються 
розпаралелюванню [22, 23, 24]. 
Типовим представником пористих композиційних 
матеріалів є анодований оксид алюмінію, структуру 
якого зображено на рис. 2. Наближено таку структуру 
можна подати за допомогою генерування волокнистих 
включень зі заданим гексагональним шаблоном (див. 
рис. 2) [16, 22]. 
 
Рис. 2. Зображення анодованого оксиду алюмінію, отримане 
сканувальним електронним мікроскопом (а) [36]; відповідна 
схематична модель структури (б) [28]; побудована мікрорівнева 
коміркова модель структури, де різний колір відповідає різним 
компонентам матеріалу (в) [16, 22] 
Особливості поширення електромагнітних хвиль у 
періодичних структурах. Модель електромагнітної хви-
лі описується відомими рівняннями Максвелла у час-
тотній області, де величини можна подати у формі су-
перпозиції просторової та гармонічної складової, нап-
риклад [3, 5, 7, 25]: 
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Для проведення числового експерименту останні 
рівняння потрібно доповнити необхідними крайовими 
умовами. Рівняння (1) є інваріантними відносно мас-
штабування [25]. Задачі, що описуються рівняннями ти-
пу (1), є задачами на власні значення [9, 12, 25, 39]. За-
гальний розв'язок будь-якого рівняння типу (6) можна 
подати у вигляді функцій виду [5, 39]: 
 i( )( , ) ,tf t e ω⋅ −= k rr A  (2) 
де: A  – амплітуда коливань, що містить інформацію 
про фазу; k  – хвильовий вектор. Амплітуда коливань 
може визначати поляризацію хвилі, тоді вона стає век-
тором поляризації. Важливими частковими випадками є 
лінійні поляризації відносно об'єкта спостереження, що 
позначаються в літературі TE – коли хвиля поляризова-
на перпендикулярно до площини падіння на об'єкт і 
TM – коли паралельно. Для різних поляризацій розв'яз-
ки вихідної задачі можуть відрізнятися. Решту поляри-
зацій можна представити як лінійну комбінацію цих 
двох попередніх. 
Загалом кутова частота і хвильовий вектор є взаємо-
залежними. Ця залежність виражається через диспер-
сійне співвідношення, що є предметом розгляду цієї ро-
боти [9, 25, 39]: 
 ( ).ω ω= k  (3) 
Пористі композиційні матеріали, такі як анодований 
оксид алюмінію, мають періодичну структуру. Перебіг 
фізичних процесів у періодичних структурах має особ-
ливу природу. Її дослідження виконують на ширшому 
класі метаматеріалів, до яких відносять фотонні криста-
ли [25, 27, 29]. У найпростішому випадку фотонний 
кристал складається з кількох компонентів з різними 
показниками заломлення. Періодичні вкраплення одно-
го компоненту в інший спричиняють утворення, так 
званих, фотонних смуг пропускання електромагнітної 
хвилі – фактично її фільтрування за певними частотами 
внаслідок дисперсії. Коли частина хвилі поширюється 
через об'єкт із більшим показником заломлення, ця час-
тина затримується. Так, хвиля стає збуреною об'єктом. 
Хвилі в періодичних структурах набувають такої ж си-
метрії та періодичності, як і сама структура. Періодич-
ність структури можна описати функцією обгортки. 
Для цього використовують теорему Блоха [9, 25, 39], за 
допомогою якої розв'язок рівнянь типу (1) на періодич-
них структурах можна представити як комбінацію: 
 i( ) ( ) ,e ⋅= k rkE r E r  (4) 
де: ( )kE r  – це періодична функція обгортки, що описує 
структуру; k  – це хвилевий вектор Блоха. Підставля-
ючи (4) в (1), отримаємо [9, 11, 25, 39]: 
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Щоб дізнатися який діапазон хвилевих векторів вар-
то досліджувати, доцільно розглянути примітивні ко-
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мірки – певний об'єм у структурі, визначений так, щоб 
його трансляцією можна було б відтворити всю струк-
туру, і який водночас, характеризується всіма елемента-
ми симетрії цієї структури. Найчастіше їх розглядають 
у контексті оберненої ґратки, для якої знаходиться нез-
меншувана зона Бріллюена (irreducible Brillouin zone, 
IBZ) – область оберненого векторного простору, змен-
шена максимально шляхом відкидання внутрішніх си-
метрій (рис. 3). 
 
Рис. 3. Приклад прямої (а) та оберненої (б) ґраток періодичної 
структури та її першої зони Бріллюена (в) [35], а також незмен-
шувана зона Бріллюена (г) з відповідними вузлами симетрії [33] 
На рис. 3,г розмір елементарної комірки позначено 
як а, ключові вузли симетрії Г, Х та М утворюються лі-
нійною комбінацією векторів оберненої ґратки: 
 1 1 2 1 2
0 1 1 1 2π
, , , .
0 2 2 2
Г Х М
a
 
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 
T T T T T  (6) 
Для того, щоб отримати достатньо інформації про 
дисперсійне співвідношення ( )ω k  на певній періодич-
ній структурі, потрібно розглянути хвилеві вектори 
Блоха k  по периметру незменшуваної зони Бріллюена. 
Гексагональна теселяція має іншу незменшувану зо-
ну Бріллюена. Приклад її знаходження наведено на 
рис. 4. Ключові вузли симетрії Г, М та К утворюються 
лінійною комбінацією векторів оберненої ґратки: 
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Рис. 4. Незменшувана зона Бріллюена та її ключові вузли си-
метрії для гексагональної теселяції 
На рис. 5 зображено еталонну [25] діаграму пропус-
кання хвиль (дисперсійне співвідношення) ( )ω k  для 
двовимірної періодичної структури та її відтворення за 
допомогою системи COMSOL Multiphysics для різних 
поляризацій. Кожна крива (смуга пропускання електро-
магнітних хвиль) на рисунку утворена з власних зна-
чень розв'язків рівняння (5). 
 
Рис. 5. Приклад порівняння результатів знаходження дисперсійних співвідношень для двовимірних періодичних структур: а) пері-
одична структура квадратного масиву стовпців оксиду алюмінію (ε = 8, 9) в повітрі (ε = 1); б) періодична структура гексагонально-
го масиву повітряних дір (ε = 1) у діелектрику (ε = 13) 
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Будь-яке електромагнітне поле, що може утворитися 
у такій структурі, можна описати як лінійну комбінацію 
наведених розв'язків. Ліворуч еталонні значення взято з 
[25], праворуч – отримано значення в системі COMSOL 
Multiphysics. 
Як видно з рис. 5,а для заданої конфігурації пері-
одичної структури квадратного масиву стовпців діелек-
трику в повітрі спостерігаємо провал у ТМ-поляризації 
для частот близько 0,4 / (2π )a c . Це означає, що будь-яке 
електромагнітне поле зазначеної поляризації за заданої 
частоти буде само гаситися внаслідок дисперсії, тобто 
структура не пропускає електромагнітну хвилю цієї 
частоти та поляризації. Провал є частковий, оскільки 
смуги ТЕ-поляризація в цій області присутні. Проте з 
рис. 5,б також видно, що для заданої конфігурації пері-
одичної структури гексагонального масиву повітряних 
дір у діелектрику спостерігаємо провал в обох поляри-
заціях для частот близько 0,475 / (2π )a c , тобто структу-
ра не пропускає жодну електромагнітну хвилю вказаної 
частоти незалежно від поляризації. Докладно фізичну 
природу цих явищ описано в [25]. Там також наведено 
атлас провалів смуг пропускання для різних періодич-
них структур, зокрема, на рис. 6 зображено карту про-
валів смуг пропускання гексагонального масиву повіт-
ряних дір у діелектрику для різних конфігурацій струк-
тури композиту, якими є пористі композиційні матері-
али, а також карту смуг пропускання гексагонального 
масиву діелектричних стовпців у повітрі. 
 
Рис. 6. Карта провалів смуг пропускання гексагонального маси-
ву повітряних дір у діелектрику (а) та діелектричних стовпців у 
повітрі (б) [25] 
Матеріал і методи дослідження 
Експорт структурної моделі. Дослідження явищ 
різної фізичної природи в композитах складної структу-
ри проводиться на підставі моделювання відповідних 
задач деякими числовими методами. Одним із найбільш 
розвинених у цьому плані є метод скінченних елемен-
тів, реалізацію якого надають провідні системи інже-
нерного моделювання, а також спеціалізовані системи. 
Для того, щоб мати можливість використовувати такі 
інструменти, автори розробили підсистему експорту 
мікрорівневих коміркових структурних моделей компо-
зитів у формат системи NASTRAN (Nastran BDF – bulk 
data format), який де-факто є відкритим стандартом для 
промислових скінченно-елементних обчислень і забез-
печує високий рівень інтеграції з майже всіма сучасни-
ми системами інженерних розрахунків [18, 31, 32]. 
Модель деякої фізичної задачі, що має бути розв'яза-
на числовим методом, можна задати вхідним текстовим 
файлом, що містить форматовані записи – Nastran BDF 
файл [31]. Інформацією, що експортується, є координа-
ти вузлів дискретизації, скінченні елементи, що об'єд-
нують ці вузли та розподіл елементів на окремі компо-
ненти-матеріали. Опис процедури експорту тривимір-
ної мікрорівневої коміркової моделі композитів наведе-
но в [18]. Для експорту двовимірних моделей необхідно 
виконати такі дії: 
1. Оголосити секцію даних комбінацією ключових слів 
"BEGIN, BULK". Секція завершується ключовим сло-
вом "ENDDATA". Основними частинами цієї секції є: 
вузли, елементи, системи координат, характеристики 
матеріалів, матеріали, обмеження та параметри аналізу. 
Порядок задання даних не важливий. 
2. Оголосити матеріали ключовим словом "MAT1" з вка-
занням "material identification number, MID", наприклад 
"MAT1,1". 
3. Оголосити властивості матеріалу ключовим словом 
"PSHELL" з вказанням "property identification number, 
PID" та MID, що відповідає номеру відповідного MAT1, 
наприклад "PSHELL,1,1". 
4. Визначити топологію моделі шляхом задання вузлів 
дискретизації в тривимірному просторі (третя коорди-
ната дорівнює 0). Ключове слово "GRID" визначає точ-
ку в просторі з вказанням "identification number, ID"; 
"identification number of coordinate system, CP" (цей па-
раметр варто залишити очевидно пустим); координати 
точки "X1", "X2" та "X3". Наприклад "GRID,1,,0,0,0". 
5. Завершити визначення топології шляхом задання скін-
ченних елементів. Ключове слово "CTRIA3" визначає 
двовимірний трикутний симплекс чи навіть комплекс 
елементів із вказанням: "element identification number, 
EID"; PID, що відповідає номеру відповідного PSHELL; 
номерами визначених вузлів "G1", "G2" та "G3". Нап-
риклад "CTRIA3,1,1,1,2,3". 
На рис. 7 наведено приклад примітивного Nastran 
BDF файлу, що описує двокомпонентний ламінат. 
Синтез дисперсійних співвідношень. Синтез диспер-
сійних співвідношень пористих композитів у системі 
COMSOL Multiphysics базується переважно на роботах 
[6, 8]. Розглянемо періодичну структуру квадратного 
масиву стовпців діелектрику (ε = 8,9) в повітрі (ε = 1), 
що зображені на рис. 5,а. Для прикладу, розмір комірки 
а взято 500 нм. Результати є інваріантними відносно 
масштабування, тому цей розмір може бути дещо ін-
шим. Система COMSOL Multiphysics дає змогу знайти 
власні значення рівнянь у напруженості електричного 
поля типу (5). 
BEGIN, BULK 
MAT1,1 
PSHELL,1,1 
MAT1,2 
PSHELL,2,2 
GRID,1,,0,0,0 
GRID,2,,1,0,0 
GRID,3,,2,0,0 
GRID,8,,1,2,0 
GRID,9,,2,2,0 
CTRIA3,1,1,1,2,5 
CTRIA3,2,1,1,5,4 
CTRIA3,3,1,2,3,6 
CTRIA3,4,1,2,6,5 
CTRIA3,5,2,4,5,8 
CTRIA3,6,2,4,8,7 
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GRID,4,,0,1,0 
GRID,5,,1,1,0 
GRID,6,,2,1,0 
GRID,7,,0,2,0 
CTRIA3,7,2,5,6,9 
CTRIA3,8,2,5,9,8 
ENDDATA 
 
Рис. 7. Приклад Nastran BDF файлу, що описує примітивний 
двокомпонентний ламінат і його візуалізація в системі COM-
SOL Multiphysics 
Для побудови дисперсійних співвідношень потрібно 
здійснити такі кроки: 
1. Створити в системі COMSOL Multiphysics нову двови-
мірну модель. 
2. Додати до неї фізичну модель дослідження електромаг-
нітних хвиль у частотній області (Electromagnetic Wa-
ves, Frequency Domain), що є інтерфейсом оптики (Op-
tics) → хвилевої оптики (Wave Optics). Необхідно дода-
ти два такі інтерфейси для синтезу окремих диспер-
сійних відношень для ТМ та ТЕ поляризацій відповідно. 
3. Оголосити глобальні параметри: 
a = 500[nm] – розмір примітивної комірки; 
b = 0,2⋅a – радіус стовпця; 
k = 0 – параметр для перебору хвилевих векто-
рів Блоха; 
kStep = 0,01 – крок між сусідніми хвилевими вектора-
ми Блоха; 
n1 = 1 – показник заломлення першої компонен-
ти композиту; 
n2 = sqrt(8,9) – показник заломлення другої компонен-
ти композиту; 
nBands = 4 – кількість необхідних смуг дисперсійних 
співвідношень. 
4. Визначити функції обходу хвилевих векторів Блоха по 
периметру незменшуваної зони Бріллюена (див. рис 
3,г). Для цього на підставі (6) потрібно визначити дві 
кускові функції kх() та kу() для х та у координати (їх та 
відповідні їм крайові умови будемо називати "прямо-
кутними" через форму елементарної комірки): 
kх(х) kу(х) 
Початок Кінець Функція Початок Кінець Функція 
0 0,5 x 0 0,5 0 
0,5 1 0,5 0,5 1 x – 0,5 
1 1,5 1,5 – x 1 1,5 1,5 – x 
Функції визначені на відрізку від 0 до 1,5, в межах яко-
го буде змінюватися глобальний параметр k з кроком 
kStep. Число 1,5 обрано з розрахунку, що для обходу 
трьох відрізків між вузлами симетрії Г, Х, М, параметр 
k змінюватиметься від 0 до 0,5, бо такий коефіцієнт 
присутній у формулі (6). 
5. Створити геометрію примітивної комірки. Для цього 
визначити прямокутник зі сторонами а, що відповідає 
умовному домену 1, та коло з радіусом b, що розміще-
не в центрі та відповідає умовному домену 2. 
6. Визначити характеристики матеріалів із показниками 
заломлення n1 та n2 відповідно. Матеріал вважаємо 
ізотропним, тому внутрішні компоненти тензору дорів-
нюють: n_iso = n1; nii = n_iso, nij = 0. Уявну частину 
показника заломлення приймаємо рівною нулю – ki_iso 
= 0; kiii = ki_iso, kiij = 0. 
7. Визначити фізичну модель дослідження електромагніт-
них хвиль у частотній області для ТЕ-поляризації. Для 
цього з налаштувань за бажанням потрібно змінити: 
− форму рівняння (Equation form) на частотну область (Frqu-
ency domain); 
− розв'язки компонент електричного поля (Electric field com-
ponents solved for) на вектор у площині (In-plane vector). 
Окрім цього, потрібно визначити періодичні крайові 
умови, що задають необхідний перебір хвилевих векто-
рів Блоха по периметру елементарної комірки. У систе-
мі COMSOL Multiphysics вони задаються за допомогою 
крайових умов типу Флоке [7, 12]. Варто задати дві 
крайові умови на кожну пару протилежних сторін 
квадратної елементарної комірки. Сама крайова умова 
визначається на підставі рівняння (6) покомпонентно 
через попередньо визначені функції kх() та kу(). 
8. Визначити фізичну модель дослідження електромагніт-
них хвиль у частотній області для ТМ-поляризації з 
тією різницею, що розв'язки компонент електричного 
поля (Electric field components solved for) потрібно змі-
нити на вектор поза площиною (Out-of-plane vector). 
9. Здійснити дискретизацію. 
10. Налаштувати параметри розв'язку фізичної задачі 
(Study) на власні значення (Eigenfrequency). Для цього 
потрібно визначити два окремі кроки розв'язку (Study 
step) для ТМ- та ТЕ-поляризацій відповідно. В обох ви-
падках варто зазначити: 
− ручний метод пошуку власних частот (Eigenfrequency se-
arch method – Manual); 
− бажану кількість власних частот (Desiered number of 
eigenfrequencies), рівну параметру nBands; 
− пошук власних частот (Eigenfrequency search method around 
shift) довкола більших дійсних частин (Larger real part) – це 
дає змогу не розглядати комплексні власні значення; 
− допоміжну зміну (Auxiliary sweep) параметру k з кроком 
kStep на відрізку від 0 до 1,5. 
11. Здійснити розв'язок фізичної задачі. Внаслідок буде 
отримано набір дійсних власних частот для визначених 
параметрів, а також відповідне їм наближення електро-
магнітного поля в межах елементарної комірки. 
12. Оформити результати у вигляді дисперсійних співвід-
ношень (див. рис. 5). Для цього потрібно додати гло-
бальний графік (1D Plot Group → Global plot), де по осі 
у варто відкласти знайдені нормалізовані власні часто-
ти як ewfdTM.freq⋅a/c_const, а по осі х – значення пара-
метру k. 
Особливості дослідження гексагональних струк-
тур. Як видно з формули (7) та рис. 4, елементарні ко-
мірки структур із гексагональною теселяцією мають ін-
шу симетрію. Для синтезу не надлишкових диспер-
сійних співвідношень необхідно змінити відповідні 
функції обходу хвилевих векторів Блоха по периметру 
незменшуваної зони Бріллюена. Для цього на підставі 
(7) потрібно визначити дві інші кускові функції kх() та 
kу() для х та у координати (їх та відповідні їм крайові 
умови називатимемо "оригінальними"). 
Розглянемо випадок, коли за низкою обставин сто-
рони елементарної комірки повинні бути прямокутни-
ми. Деякі дослідники пропонують використовувати для 
цього афінні перетворення [13], що дають змогу зберег-
ти такий же шаблон дисперсійних співвідношень, що й 
оригінальні. У протилежному випадку, смуги пропус-
кання електромагнітних хвиль зміняться, але не зміню-
ючи при цьому розміщення провалів. Іншими словами, 
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ми отримаємо лінійну комбінацію оригінальних спів-
відношень, що несе в собі таку ж корисну інформацію. 
Якщо розглядати не єдину елементарну комірку, а 
деяку їхню сукупність, яку в літературі називають су-
перкоміркою і часто використовують для дослідження 
різних дефектів у періодичній структурі [1, 9, 25], то от-
римані дисперсійні співвідношення будуть містити над-
лишкові смуги. Їхня кількість буде пропорційна кіль-
кості елементарних комірок у суперкомірці. Знову ж та-
ки отримані надлишкові смуги є лінійною комбінацією 
оригінальних співвідношень і тому отримані результати 
також несуть в собі корисну інформацію. 
На рис. 8,а зображено структуру суперкомірки та 
відповідну їй діаграму дисперсійних співвідношень, 
синтезовану в системі COMSOL Multiphysics, що міс-
тить надлишкові смуги (див. рис. 8,б). Комірка скла-
дається з двох примітивних комірок по осі у. Якщо по-
рівняти діаграми на рис. 8,б і рис. 6,б, то можна заува-
жити, що кількість смуг пропускання подвоїлася. Особ-
ливо це помітно в діапазоні частот під провалом. 
Крайові умови оригінальні [33, 35]. 
В отриманих результатах втрачають свій зміст вузли 
симетрії Г, М, К. Оскільки комірка тепер прямокутна, 
до неї можна застосувати відповідні описані вище "пря-
мокутні" функції kх() та kу(), змінивши область їх виз-
начення з відрізку від 0 до 1,5 на відрізок від 0 до 3. Ок-
рім цього, потрібно змінити крайові умову типу Флоке 
на kx(k)⋅2⋅pi/a та ky(k)⋅2⋅pi/(a⋅sqrt(3)/2)/2. 
Продовжуючи міркування, побудуємо дисперсійні 
співвідношення для суперкомірок із гексагональною те-
селяцією, що максимально наближені до квадратних. 
Оскільки елементарна комірка має розмір 1×√3/2, то най-
ближчі цілі пропорції є 7×8, що приводять до розмірів 
суперкомірки 7×6,9282. На рис. 8в,г зображено синтезо-
вані дисперсійні співвідношення комірок 1×2 та 7×8 
відповідно. З рисунку чітко видно провал у смугах про-
пускання, що добре узгоджується з попередніми резуль-
татами та з картою рис. 6,а. Крайові умови прямокутні. 
kх(х) kу(х) 
Початок Кінець Функція Початок Кінець Функція 
0 1 x/2 0 1 0 
1 2 0,5 1 2 x/2-0,5 
2 3 1,5–x/2 2 3 1,5–x/2 
На рис. 9 зображено структуру та синтезовані дис-
персійні співвідношення для різних комірок масиву 
гексагональних стовпців діелектриків (ε = 11,4) у повіт-
рі (ε = 1). Радіус стовпів b дорівнює 0,15a. З рисунку 
чітко видно провал у смугах пропускання для ТМ-поля-
ризації, що добре узгоджується з картою рис. 7,б. 
Обговорення отриманих результатів досліджен-
ня. Структурна модель, що збережена в Nastran BDF 
файлі імпортується в систему COMSOL Multiphysics, 
використовуючи її відповідний функціонал. Модель 
містить двовимірну скінченно-елементну дискретиза-
цію та її розподіл за матеріалами. Модель розглядаємо 
як квадратну суперкомірку. Для синтезу дисперсійних 
співвідношень потрібно повторити всі описані вище 
кроки, окрім кроку № 5 – створення геометрії примі-
тивної комірки. Досліджувану мікрорівневу модель 
(рис. 10) побудували у формі елементарного об'єму роз-
міром 128×128×128 елементів. Така дискретизація виз-
начає відношення радіуса діри b до сторони елементар-
ної комірки як 0,4375a. 
 
Рис. 8. Структура суперкомірки 1×2 (а) гексагонального масиву повітряних дір у діелектрику та відповідна їй діаграма диспер-
сійних співвідношень з надлишковістю за оригінальних крайових умов (б), за "прямокутних" крайових умов (в), а також діаграма 
дисперсійних співвідношень суперкомірки 7×8 (г) (показано тільки ТМ-поляризацію) 
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Рис. 9. Діаграми дисперсійних співвідношень для різних комірок масиву гексагональних стовпців діелектриків (ε = 11,4) у повітрі 
(ε = 1), радіус стовпців b = 0,15a 
Розмір примітивної комірки a становить 500 нм. Во-
на описує гексагональну теселяцію. Розмір суперкомір-
ки, побудованої як наближення 7×8 примітивних, дорів-
нює 3,5 мкм. Діри вважаються заповненими повітрям 
(ε = 1), діелектрична проникність діелектрика ε = 11,4. 
Крайові умову типу Флоке є "прямокутні" та описують-
ся функціями kx(k)⋅2⋅pi/a/7 та ky(k)⋅2⋅pi/a/7. На рис. 10 
зображено синтезовані дисперсійні співвідношення для 
ТЕ-поляризації, що добре узгоджуються з контрольни-
ми прикладами та картою рис. 6,а. У діапазоні частот 
між 0,3 / (2π )a c  та 0,45 / (2π )a c  чітко видно провал. 
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Рис. 10. Імпорт структурної мікрорівневої коміркової моделі 
пористого композиту (а), збережена у форматі Nastran BDF, в 
систему COMSOL Multiphysics (б), діаграма дисперсійних спів-
відношень для ТЕ-поляризації (в), контрольна діаграма примі-
тивної комірки (г), радіус пор b=0,4375a, діелектрична проник-
ність діелектрика ε = 11,4 і пори ε = 1 
Висновки. Розроблено алгоритми та запропоновано 
засоби для синтезу дисперсійних співвідношень порис-
тих композиційних матеріалів складної структури на 
підставі числового моделювання задачі поширення 
електромагнітних хвиль у частотній області в мікрорів-
невих структурах композитів. 
Мікрорівнева структура композитів описується ко-
мірковими воксельними моделями, що дає змогу за дос-
татньої дискретизації досліджувати будь-які структурні 
неоднорідності компонентів матеріалів. 
Розроблено засоби та алгоритм синтезу мікрорівне-
вих структурних моделей та їх експорту в промислові 
інженерні системи числового аналізу методом скінчен-
них елементів. Підсистема експорту двовимірних мік-
рорівневих коміркових структурних моделей компози-
тів забезпечує високий рівень інтеграції з майже всіма 
сучасними системами інженерних розрахунків. 
Розроблено алгоритм синтезу дисперсійних співвід-
ношень для мікрорівневих моделей за допомогою сис-
теми COMSOL Multiphysics. Для цього використо-
вується модель системи COMSOL для дослідження 
електромагнітних хвиль у частотній області та знахо-
дження власних значень рівнянь в напруженостях елек-
тричного поля, що надалі формують дисперсійні криві. 
Розроблено алгоритм синтезу дисперсійних співвід-
ношень для елементарних комірок із перпендикулярни-
ми сторонами, що містять періодичні структури з до-
вільною симетрією, частковим випадком яких є мікро-
рівневі моделі пористих композитів. Отримані резуль-
тати добре узгоджуються з контрольними прикладами. 
Такий підхід дає змогу єдиним чином досліджувати ба-
гато складних композиційних структур і становить на-
укову новизну та практичну цінність. 
Подяка. Ця робота була виконана за підтримки Мі-
ністерства освіти та науки України в рамках проекту 
ДБ/СубТера (номер держреєстрації 0119U100609). 
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N. B. Jaworski, N. A. Andrushchak 
Lviv Polytechnic National University, Lviv, Ukraine 
SIMULATION OF DISPERSION RELATIONS OF POROUS COMPOSITE MATERIALS  
BASING ON CELLULAR MICROLEVEL STRUCTURAL MODELS 
Porous dielectric composite materials, which are periodic structures, are actively used in optical devices. Essential for understan-
ding is their dispersion characteristics because, for any periodic structure, there is a range of frequencies of the wave at which due to 
the dispersion, it is not able to pass through such a structure. Research is usually carried out on a broader class of metamaterials to 
which photonic crystals belong. In the simplest case, a photonic crystal consists of several components with different refractive indi-
ces. Periodic inclusions of one component into another cause the formation of so-called electromagnetic wave transmission band 
gaps. That is filtering at specific frequencies. The synthesis of dispersion characteristics of nontrivial periodic structures of dielectric 
composites with various topologies is the topical interest to researchers, as evidenced by a large number of publications of the scien-
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tific community in recent years. In this paper, authors have discussed a set of tools and algorithms, which they have developed to 
synthesize the dispersion characteristics of microlevel cellular models of composite materials by using the engineering system for nu-
merical analysis COMSOL Multiphysics. The structure of the composites is described by cellular microlevel models which are three-
dimensional matrixes of voxel cells. With a large number of such voxels, it is possible to simulate any complex structural heterogene-
ity. Tools and algorithms of synthesis of microlevel structural models and their export to industrial engineering systems of numerical 
analysis based on the finite element method are developed. The export subsystem is based on the NASTRAN data format, which pro-
vides a high level of integration with almost all modern engineering systems, such as COMSOL Multiphysics. Based on the COM-
SOL model for the study of electromagnetic waves in the frequency domain, the algorithm for the synthesis of dispersion relations 
for elementary volumes with perpendicular sides containing periodic structures with arbitrary symmetry has been developed. А parti-
al case of those elementary volumes are microlevel models of porous composites. This approach makes it possible to explore in a 
single way a wide range of complex structures, which brings scientific novelty and practical value. 
Keywords: composite structure; numerical simulation; photonic crystal; dispersion relation; COMSOL. 
